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Un ejemplo: la COVID19

Un nuevo virus se extiende en una población previamente sana. Si
inicialmente hay 5 personas contagiadas y cada persona infectada contagia
a 2 personas al cabo de un mes, ¿cómo evoluciona el número de
infectados?
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infectados?
Sea pn el número de personas contagiadas en el mes n.

p0 = 5

p1 = 5 + 10 = 15

p2 = 15 + 30 = 45

p3 = 45 + 90 = 135
...

pn+1 = pn + 2pn = 3pn

A.J. Ureña Modelos discretos Curso 2020-2021 3 / 65



Un ejemplo: la COVID19

Un nuevo virus se extiende en una población previamente sana. Si
inicialmente hay 5 personas contagiadas y cada persona infectada contagia
a 2 personas al cabo de un mes, ¿cómo evoluciona el número de
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inicialmente hay 5 personas contagiadas y cada persona infectada contagia
a 2 personas al cabo de un mes, ¿cómo evoluciona el número de
infectados?

Sea pn el número de personas contagiadas en el mes n.

p0 = 5

p1 = 15 = 3× 5

p2 = 45 = 9× 5

p3 = 135 = 27× 5
...

pn+1 = 3pn ∀n⇒ pn = 3n × 5 mes 0 mes 1 mes 2 mes 3

5
15

45

135

¡No hemos tenido en cuenta las curaciones!
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Un modelo con una tasa de curación

Supongamos ahora una enfermedad con una tasa de contagio mensual del
35% y una tasa de curación mensual del 75%. Si inicialmente hay 200
personas enfermas, ¿cómo evoluciona el número de enfermos mes a mes?

pn = número de enfermos en el mes n

pn+1 = pn + 0.35pn − 0.75pn = 0.6pn; n = 0, 1, 2...

p0 = 200

p1 = 120

p2 = 72

p3 = 43.2
... mes 0 mes 1 mes 2 mes 3

43.2

120

72

200

pn = 200(0.6)n ∀n.
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El modelo de Malthus discreto

n = 0, 1, 2... número de censo (equiespaciados en el tiempo)
pn = tamaño de la población en el censo n

pn+1 = pn + τpn = (1 + τ)pn = Rpn, n = 0, 1, 2...{
τ > −1 tasa de crecimiento = τnat − τmort

R > 0 razón de crecimiento = 1 + τ

pn = Rnp0, n = 0, 1, 2, . . .

Si τ > 0 (⇔ R > 1), la población crece sin ĺımite, exponencialmente

censo 0 censo 1 censo 2 censo 3

5
15

45

135

Si −1 < τ < 0 (⇔ 0 < R < 1), la población decrece

exponencialmente y tiende a 0. censo 0 censo 1 censo 2 censo 3

43.2

120

72

200
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censo 0 censo 1 censo 2 censo 3

5
15

45

135

Si −1 < τ < 0 (⇔ 0 < R < 1), la población decrece

exponencialmente y tiende a 0. censo 0 censo 1 censo 2 censo 3

43.2

120

72

200

A.J. Ureña Modelos discretos Curso 2020-2021 7 / 65



El modelo de Malthus discreto

n = 0, 1, 2... número de censo (equiespaciados en el tiempo)
pn = tamaño de la población en el censo n

pn+1 = pn + τpn = (1 + τ)pn = Rpn, n = 0, 1, 2...{
τ > −1 tasa de crecimiento = τnat − τmort

R > 0 razón de crecimiento = 1 + τ

pn = Rnp0, n = 0, 1, 2, . . .

Si τ > 0 (⇔ R > 1), la población crece sin ĺımite, exponencialmente
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120

72
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Si τ = 0 (⇔ R = 1), la población es constante.
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Observaciones sobre el modelo de Malthus

La tasa de crecimiento, τ > −1, es constante.

La razón de crecimiento, R = 1 + τ > 0, también es constante.

Si τ > 0 (⇔ R > 1), la población crece sin ĺımite, exponencialmente
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Si τ = 0 (⇔ R = 1), la población es constante.

censo 0 censo 1 censo 2 censo 3

p0
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Ejercicio: Una población sigue la ley de Malthus discreta con tasa de
crecimiento τ = 0.2. Si inicialmente hay 20 individuos, ¿cuántos censos
hará falta para que se llegue a los 300 individuos?

Solución: R = 1 + τ = 1.2.

pn = p0(1.2)n = 20(1.2)n, n = 0, 1, 2, . . .

pn ≥ 300⇔ 20(1.2)n ≥ 300⇔ (1.2)n ≥ 15

⇔ n ln(1.2) ≥ ln(15)⇔ n ≥ ln(15)

ln(1.2)
≈ 14.85

n = 15 censos
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Ejercicio: Una población p = p(t) sigue el modelo de Malthus continuo

p′ = Ap ,

donde A ∈ R es una constante. Se fija T > 0 y se hacen censos
equiespaciados en el tiempo: t = 0, t = T , t = 2T , etc:

pn := p(nT ), n = 0, 1, 2, . . .

Justifica que la sucesión {pn} sigue una ley de Malthus discreta. ¿Cuál es
su tasa de crecimiento?

Solución: p(t) = p0e
At , t ∈ R

⇒ pn := p(nT ) = eAnT , n = 0, 1, 2, . . .

⇒ pn+1 = eA(n+1)T = eATnn, n = 0, 1, 2, . . .

⇒ {pn} sigue una ley de Malthus discreta con R = eAT y τ = eAT − 1.
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El modelo loǵıstico discreto
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El modelo loǵıstico discreto

La suposición de que la tasa de crecimiento es constante no es realista. Si
los recursos son limitados τ = τ(p) dependerá del tamaño de la población.

τ = (tasa de crecimiento) = τnat − τmort .

En general, τnat decrecerá con p, y τmort crecerá con p. Por tanto, τ será
una función decreciente de p.

Supondremos, para simplificar, que τ(p) = τ0 − µp,

p →

τnat

τ

τmort

τ ↑

p →

τ0

τ ↑

τ = τ(p)

donde

{
τ0 > −1 tasa de crecimiento intŕınseca

µ > 0 marginal de la tasa de crecimiento
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τ = (tasa de crecimiento) = τnat − τmort .
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Las ecuaciones del modelo loǵıstico

pn = población en el censo n = 0, 1, 2...

pn+1 = pn + pnτ(pn) = pn
(
1 + τ(pn)

)
= pn(1 + τ0 − µpn).

⇒ pn+1 = pn
(
R0 − µpn

)
= R0pn

(
1− µ

R0
pn

)
= R0pn

(
1− 1

M
pn

)
,

donde


R0 := 1 + τ0 > 0 razón de crecimiento intŕınseca,

M :=
R0

µ
> 0 población máxima admisible.

pn+1 = R0pn

(
1− 1

M
pn

)
, n = 0, 1, 2...

Observación: pn = M ⇒ pn+1 = 0.
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M :=
R0

µ
> 0 población máxima admisible.
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> 0 población máxima admisible.

pn+1 = R0pn

(
1− 1

M
pn

)
, n = 0, 1, 2...

Observación: pn = M ⇒ pn+1 = 0.

A.J. Ureña Modelos discretos Curso 2020-2021 14 / 65



Las ecuaciones del modelo loǵıstico
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Ejemplo

La población anual de ballenas Minke en un determinado enclave noruego
se rige por la ley loǵıstica discreta. Se sabe que la tasa de crecimiento
intŕınseca anual de la especie es de 0.6 y que la población máxima
admisible del enclave es de 130 ballenas.

1 Calcula la razón de crecimiento intŕınseca anual de la especie, aśı
como la marginal de la tasa de crecimiento.

2 Si en un censo se han contabilizado 30 ballenas, ¿cómo evolucionará
la población en los ocho años siguientes? ¿Y si inicialmente se parte
de 120 ballenas?
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2 Si en un censo se han contabilizado 30 ballenas, ¿cómo evolucionará
la población en los ocho años siguientes? ¿Y si inicialmente se parte
de 120 ballenas?

Solución:

1 R0 = 1 + τ0 = 1.6; µ =
R0

M
=

1.6

130
= 0.0123.

2 pn+1 = 1.6pn
(

1− pn
130

)
, n = 0, 1, 2, ...
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Ejemplo
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pn+1 = 1.6pn
(

1− pn
130

)
, n = 0, 1, 2, ...

año 0 año 1 año 2 año 3 año 4 año 5 año 6 año 7 año 8

30 36.92 42.30 45.66 47.39 48.19 48.52 48.66 48.71

30

48.71

año 0 año 1 año 2 año 3 año 4 año 5 año 6 año 7 año 8

120 14.77 20.95 28.11 35.25 41.11 44.98 47.08 48.04

48.04

120
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¿De dónde han salido las 48 ballenas?

¿Puede estar la población en equilibrio?

pn+1 = R0pn

(
1− 1

M
pn

)
, n = 0, 1, 2...

pn = pn+1 = p∗ ⇔ p∗ = R0p
∗
(

1− 1

M
p∗
)
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¿De dónde han salido las 48 ballenas?

¿Puede estar la población en equilibrio?

pn+1 = R0pn

(
1− 1

M
pn

)
, n = 0, 1, 2...

pn = pn+1 = p∗ ⇔ p∗ = R0p
∗
(

1− 1

M
p∗
)
⇔


p∗ = 0,

o bien

p∗ = K := M

(
R0 − 1

R0

)
.

Si R0 > 1 (⇔ τ0 > 0) entonces K = M

(
R0 − 1

R0

)
> 0 capacidad de carga.
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Parámetros del modelo loǵıstico

pn+1 = R0pn

(
1− 1

M
pn

)
, n = 0, 1, 2...

Śımbolo Descripción

τ0 (> −1): Tasa de crecimiento intŕınseca.

µ (> 0): Marginal de la tasa de crecimiento.

R0 (> 0): Razón de crecimiento intŕınseca.

M (> 0): Población máxima admisible.

K (> 0): Capacidad de carga (solo tiene sentido para τ0 > 0).

Observación: R0,M,K se calculan a partir de τ0, µ:

R0 = 1 + τ0 M =
R0

µ
K = M

(
R0 − 1

R0

)

De vuelta al problema de las ballenas: R0 = 1.6, M = 130⇒ K = 48.75.
En este ejemplo la población tiene a estabilizarse en la capacidad de carga.

A.J. Ureña Modelos discretos Curso 2020-2021 21 / 65
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Śımbolo Descripción

τ0 (> −1): Tasa de crecimiento intŕınseca.
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Propiedades del modelo loǵıstico

pn+1 = R0pn

(
1− 1

M
pn

)
, n = 0, 1, 2...

pn+1 = pn = p∗ ≥ 0 (equilibrio) ⇔

{
p∗ = 0 si τ0 ≤ 0,

p∗ = 0,K si τ0 > 0.

pn > M ⇒ pn+1 < 0.

p0 = M/2⇒ p1 = R0M/4⇒ p2 < 0 si R0 > 4.

p →
MM/20

M

R0
4
M

y = R0p
(
1− p

M

)

El caso R0 > 4

En cambio, si 0 < R0 ≤ 4,

0 ≤ p0 ≤ M ⇒ 0 ≤ p1 ≤ M ⇒ ...⇒ 0 ≤ pn ≤ M ∀n ∈ N.
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pn+1 = R0pn

(
1− 1

M
pn

)
, n = 0, 1, 2...

pn+1 = pn = p∗ ≥ 0 (equilibrio) ⇔

{
p∗ = 0 si τ0 ≤ 0,

p∗ = 0,K si τ0 > 0.

pn > M ⇒ pn+1 < 0.

p0 = M/2⇒ p1 = R0M/4⇒ p2 < 0 si R0 > 4.

p →
MM/20

M

R0
4
M

y = R0p
(
1− p

M

)

El caso R0 > 4

En cambio, si 0 < R0 ≤ 4,

0 ≤ p0 ≤ M ⇒ 0 ≤ p1 ≤ M ⇒ ...⇒ 0 ≤ pn ≤ M ∀n ∈ N.

A.J. Ureña Modelos discretos Curso 2020-2021 22 / 65



Propiedades del modelo loǵıstico
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Propiedades del modelo loǵıstico

pn+1 = R0pn

(
1− 1

M
pn

)
, n = 0, 1, 2...

pn+1 = pn = p∗ ≥ 0 (equilibrio) ⇔

{
p∗ = 0 si τ0 ≤ 0,

p∗ = 0,K si τ0 > 0.

pn > M ⇒ pn+1 < 0.

p0 = M/2⇒ p1 = R0M/4⇒ p2 < 0 si R0 > 4. En cambio, si
0 < R0 ≤ 4,

0 ≤ p0 ≤ M ⇒ 0 ≤ p1 ≤ M ⇒ ...⇒ 0 ≤ pn ≤ M ∀n ∈ N.

Puede ser interesante cambiar de unidades: p̄n := pn/M cumple

p̄n+1 = R0p̄n(1− p̄n), n = 0, 1, 2...
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Modelos generales de crecimiento de poblaciones

pn+1 = Rpn, n = 0, 1, 2... modelo de Malthus.

pn+1 = R0pn

(
1− 1

M
pn

)
, n = 0, 1, 2... modelo loǵıstico.

pn+1 = pne
r(1− pn

K
), n = 0, 1, 2.... modelo de Ricker.

pn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2... modelo general.

En general f = f (p) será una función continua dada; f : I → R, I ⊂ R
intervalo.

Ejemplos:

f (p) = Rp, I = [0,+∞[ (Malthus).

f (p) = R0p

(
1− 1

M
p

)
, I = [0,M] (loǵıstico).

f (p) = per(1−
p
K
), I = [0,+∞[ (Ricker).
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Ejercicio: Interpreta biológicamente el modelo de Ricker

pn+1 = pne
r(1− pn

K
), n = 0, 1, 2.... [se supone r ,K > 0].

¿Cuál es la razón de crecimiento intŕınseca? ¿Están limitados los recursos?

Nota: El modelo de Ricker debe su nombre a Bill Ricker (1908-2001). Se
usa para modelizar la cantidad de peces en un caladero.
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Equilibrios

pn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...

La población está en equilibrio si p0 = p1 = p2 = . . .
p0 = p∗ da lugar a un equilibrio si y solo si

f (p∗) = p∗,

es decir, p∗ es un punto fijo de f .

p →
p∗B

p∗B

p∗A= 0

y = f (x)

y = x
y ↑
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Ejemplo 1: el modelo de Malthus

pn+1 = Rpn f (p) = Rp, f : I → R, I = [0,+∞[.

p →

y = Rp (si 0 < R < 1)

y = p
y = Rp (si R > 1)

y ↑

p∗ = 0

Puntos fijos: f (p∗) = p∗ ⇔ Rp∗ = p∗ ⇔ (R − 1)p∗ = 0.

Si R 6= 1 el único punto fijo es p∗ = 0
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Ejemplo 2: el modelo loǵıstico

pn+1 = R0pn
(

1− pn
M

)
f (p) = R0p

(
1− p

M

)
, f : I = [0,M]→ R.

p →

y = p

R0 > 1

R0 = 1

0 < R0 < 1

y ↑

p∗1 = 0 p∗2 = K

K

M

f (p∗) = p∗ ⇔ R0p
∗
(

1− p∗

M

)
= p∗ ⇔

p∗ = 0, o bien

p∗ = K := M

(
R0 − 1

R0

)
.

Si 0 < R0 ≤ 1 el único punto fijo con sentido biológico es p∗ = 0.
La capacidad de carga K es un segundo punto fijo si R0 > 1.
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Ejemplo 3: el modelo de Ricker

pn+1 = pne
r(1− pn

K ) f (p) = per(1−
p
K ), f : I = [0,+∞[→ R.

(r ,K > 0)

p →

y = p

y ↑

p∗1 = 0 p∗2 = K

K

f (p∗) = p∗ ⇔ p∗e

(
1− p∗

K

)
= p∗ ⇔

{
p∗ = 0, o bien

p∗ = K .

Dos puntos fijos: p∗1 = 0 y p∗2 = K .
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Ejercicio

Encuentra los equilibrios en el modelo de Hassell:

pn+1 =
k1pn

(1 + k2pn)γ
, n = 0, 1, 2...,

donde k1, k2 > 0, y γ > 1 son constantes dadas.
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El método gráfico

p →

y = f (p)

y = ppn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...y↑

p0 p∗
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El método gráfico

p →

y = f (p)

y = ppn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...y↑

p0 p∗

p1 = f (p0)
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El método gráfico

p →

y = f (p)

y = ppn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...y↑

p0 p1 p∗

p1 = f (p0)
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El método gráfico

p →

y = f (p)

y = ppn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...y↑

p0 p1 p∗

p1 = f (p0)

p2 = f (p1)
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El método gráfico

p →

y = f (p)

y = ppn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...y↑

p0 p1 p2 p∗

p1 = f (p0)

p2 = f (p1)
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El método gráfico

p →

y = f (p)

y = ppn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...y↑

p0 p1 p2 p3 p∗

p1 = f (p0)

p2 = f (p1)

p3 = f (p2)
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El método gráfico

p →

y = f (p)

y = ppn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...y↑

p0 p1 p2 p3 p4 p∗

p1 = f (p0)

p2 = f (p1)

p3 = f (p2)

p4 = f (p3)
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El método gráfico
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El método gráfico

p →

y = f (p)

y = ppn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...y↑

p0 p1 p2 p3 p4 p∗

p1 = f (p0)

p2 = f (p1)

p3 = f (p2)

p4 = f (p3)

p1 = f (p0)

p0p1
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El método gráfico

p →

y = f (p)

y = ppn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...y↑

p0 p1 p2 p3 p4 p
∗

p1 = f (p0)

p2 = f (p1)

p3 = f (p2)

p4 = f (p3)

p1 = f (p0)

p2 = f (p1)

p0p1p2
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Estudio gráfico del modelo de Malthus

p →

y = p

y = Rp

pn+1 = Rpn, n = 0, 1, 2... (R > 1)

y↑

p0 p1 p2 p3
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Estudio gráfico del modelo de Malthus

p →

y = Rp

y = p

pn+1 = Rpn, n = 0, 1, 2... (0 < R < 1)

y↑

p0p3 p1p2
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Otro ejemplo...

p →

y = f (p)

y = ppn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...y↑

p∗ p0p1 p2p3
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...y otro más

p →

y = f (p)

y = p

pn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...

y↑

p∗p0 p1p2 p3
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Estabilidad

pn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...

El punto fijo p∗ = f (p∗) se dice asintóticamente estable si para todo p0
suficientemente próximo a p∗ se cumple que

pn permanece próxima a p∗ para todo n ≥ 0, y
pn → p∗ si n→ +∞.

p →

y = Rp

y = p

pn+1 = Rpn, n = 0, 1, 2... (0 < R < 1)

y↑

p0p3 p1p2p∗ = 0
p →

y = f (p)

y = ppn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...y↑

p∗ p0p1 p2p3
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Estabilidad

pn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...

Por el contrario, el punto fijo p∗ = f (p∗) se dice inestable si puede
encontrarse un margen de tolerancia de forma que haya poblaciones
iniciales p0 tan cercanas a p∗ como se quiera tales que pn se aleje de p∗

más que el margen de tolerancia para algún n (o deje de estar definida).

p →

y = p

y = Rp

pn+1 = Rpn, n = 0, 1, 2... (R > 1)

y↑

p0 p1 p2 p3p∗ = 0 p →

y = f (p)

y = p

pn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...

y↑

p∗p0 p1p2 p3
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Observación: En principio podŕıa haber equilibrios que no sean ni
asintóticamente estables ni inestables. Piensa en las ecuaciones pn+1 = pn,
y también pn+1 = −pn. Hay otros casos, más raros.

y = f (p)

y = p

y↑

p →
p∗
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¿Cómo predecir la estabilidad ?

p →

y = Rp

y = p

pn+1 = Rpn, n = 0, 1, 2... (0 < R < 1)

y↑

p0p3 p1p2p∗ = 0

p∗ estable

p →

y = f (p)

y = ppn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...y↑

p∗ p0p1 p2p3

p →

y = p

y = Rp

pn+1 = Rpn, n = 0, 1, 2... (R > 1)

y↑

p0 p1 p2 p3p∗ = 0

p∗ inestable

p →

y = f (p)

y = p

pn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...

y↑

p∗p0 p1p2 p3
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¿Cómo predecir la estabilidad ?

p →

y = Rp

y = p

pn+1 = Rpn, n = 0, 1, 2... (0 < R < 1)

y↑

p0p3 p1p2

p∗ = 0

p∗ estable

−1 < f ′(p∗) < 1

p →

y = f (p)

y = ppn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...y↑

p∗ p0p1 p2p3

p →

y = p

y = Rp

pn+1 = Rpn, n = 0, 1, 2... (R > 1)

y↑

p0 p1 p2 p3

p∗ = 0

p∗ inestable

|f ′(p∗)| > 1

p →

y = f (p)

y = p

pn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...

y↑

p∗p0 p1p2 p3
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Teorema

Sea f : I → R una función de clase C 1 definida sobre el intervalo abierto I .
Si p∗ ∈ I es un punto fijo de f , entonces:

Si |f ′(p∗)| < 1 entonces p∗ es asintóticamente estable.

p →

y = Rp

y = p

(0 < R < 1)

y↑

p0p3 p1p2

p∗ = 0

p∗ estable

−1 < f ′(p∗) < 1

p →

y = f (p)

y = py↑

p∗ p0p1 p2p3

Si |f ′(p∗)| > 1 entonces p∗ es inestable.

p →

y = p

y = Rp

(R > 1)

y↑

p0 p1 p2 p3

p∗ = 0

p∗ inestable

|f ′(p∗)| > 1

p →

y = f (p)

y = py↑

p∗p0 p1p2 p3
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Estabilidad de los equilibrios en el modelo loǵıstico

pn+1 = R0pn
(

1− p

M

)
, n = 0, 1, 2...

pn+1 = f (pn); f (p) = R0p
(

1− p

M

)

p →

y = p

R0 > 1

R0 = 1

0 < R0 < 1

y ↑

p∗1 = 0 p∗2 = K

K

M

Los equilibrios en el intervalo [0,M] son:

p∗1 = 0 si 0 < R0 ≤ 1,

p∗1 = 0, p∗2 = K =

(
R0 − 1

R0

)
M si R0 > 1.
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Estabilidad de los equilibrios en el modelo loǵıstico

pn+1 = f (pn); f (p) = R0p
(

1− p

M

)

p →

y = p

R0 > 1

R0 = 1

0 < R0 < 1

y ↑

p∗1 = 0 p∗2 = K

K

M

f ′(p) = R0 −
2R0p

M

f ′(0) = R0 ⇒ p∗1 = 0

{
asintóticamente estable si 0 < R0 < 1

inestable si R0 > 1
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Estabilidad de los equilibrios en el modelo loǵıstico

pn+1 = f (pn); f (p) = R0p
(

1− p

M

)

p →

y = p

R0 > 1

R0 = 1

0 < R0 < 1

y ↑

p∗1 = 0 p∗2 = K

K

M

f ′(p) = R0 −
2R0p

M

f ′(0) = R0 ⇒ p∗1 = 0

{
asintóticamente estable si 0 < R0 < 1

inestable si R0 > 1
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Estabilidad de los equilibrios en el modelo loǵıstico

pn+1 = f (pn); f (p) = R0p
(

1− p

M

)

p →

y = p

R0 > 1

R0 = 1

y ↑

p∗1 = 0 p∗2 = K

K

Mp0p1p3p2

f ′(p) = R0 −
2R0p

M

f ′(0) = R0 ⇒ p∗1 = 0

{
asintóticamente estable si 0 < R0 ≤ 1

inestable si R0 > 1

Un apunte: en el caso ĺımite R0 = 1, p∗1 = 0 sigue siendo asintóticamente
estable (la convergencia es más lenta).
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Estabilidad de la capacidad de carga en el modelo loǵıstico

pn+1 = f (pn); f (p) = R0p
(

1− p

M

)

p →

y = p
y ↑

p∗1 = 0 K K K M

� 1 < R0 < 2

� 2 < R0 < 3

� R0 > 3

f ′(p) = R0 −
2R0p

M
, K =

(
R0 − 1

R0

)
M, (R0 > 1)

f ′(K ) = 2− R0 ⇒ p∗2 = K

{
asintóticamente estable si 1 < R0 < 3,

inestable si R0 > 3.

Un apunte: en el caso ĺımite R0 = 3, la capacidad de carga sigue siendo
asintóticamente estable (convergencia más lenta).
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Estabilidad de la capacidad de carga en el modelo loǵıstico

pn+1 = f (pn); f (p) = R0p
(

1− p

M

)

p →

y = p
y ↑

p∗1 = 0 K K K M

� 1 < R0 < 2

� 2 < R0 < 3

� R0 > 3

f ′(p) = R0 −
2R0p

M
, K =

(
R0 − 1

R0

)
M, (R0 > 1)

f ′(K ) = 2− R0 ⇒ p∗2 = K

{
asintóticamente estable si 1 < R0 < 3,

inestable si R0 > 3.

Un apunte: en el caso ĺımite R0 = 3, la capacidad de carga sigue siendo
asintóticamente estable (convergencia más lenta).
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Dinámica global en el modelo loǵıstico

pn+1 = f (pn); f (p) = R0p
(

1− p

M

)
0 < R0 ≤ 4

p →

y = p
y ↑

p∗1 = 0 K K M

� 1 < R0 < 2

� 2 < R0 < 3

� R0 = 4

� 0 < R0 < 1

Si 0 < R0 ≤ 1 entonces pn → 0 independiente de p0 ∈ [0,M].

Si 1 < R0 ≤ 3 entonces pn → K independientemente de p0 ∈]0,M[.
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Convergencia monótona/en escalera vs. oscilante/en
telaraña

pn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...

p∗ = f (p∗) punto fijo con |f ′(p∗)| < 1 (⇒ asintóticamente estable)

{pn} → p∗ en escalera si pn − p∗ siempre tiene el mismo signo para n
grande.
{pn} → p∗ en telaraña si pn − p∗ cambia alternativamente de signo
para n grande.

p →

y = p
y ↑

p∗ p∗

� en escalera

� en telaraña
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Convergencia monótona/en escalera vs. oscilante/en
telaraña

pn+1 = f (pn), n = 0, 1, 2...

p∗ = f (p∗) punto fijo con |f ′(p∗)| < 1 (⇒ asintóticamente estable)

p →

y = p
y ↑

p∗ p∗

� en escalera

� en telaraña

Si f ′(p∗) < 0 entonces para p0 cercano a p∗, {pn} → p∗ en telaraña.

Si f ′(p∗) > 0 entonces para p0 cercano a p∗, {pn} → p∗ en escalera.
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Ciclos

p →

y = p
y ↑

p0 = p2 p1 = p3

p0 = p2 = p4 = . . .
p1 = p3 = p5 = . . .

p0 6= p1

 2-ciclo
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Ciclos

p →

y = p
y ↑

p0 = p3 p1 = p4 p2 = p5

p0 = p3 = p6 = . . .
p1 = p4 = p7 = . . .
p2 = p5 = p8 = . . .

p0, p1, p2 distintos 2 a 2

 3-ciclo
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Ciclos

p →

y = p
y ↑

p0 = p4 p2 p1 p3

p0 = p4 = p8 = . . .
p1 = p5 = p9 = . . .
p2 = p6 = p10 = . . .
p3 = p7 = p11 = . . .

p0, p1, p2, p3 distintos 2 a 2

 4-ciclo
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Ciclos

p →

y = p
y ↑

p0 = pn p2 p1 pn−1

p0 = pn = p2n = . . .
p1 = pn+1 = p2n+1 = . . .
p2 = pn+2 = p2n+2 = . . .

...
pn−1 = p2n−1 = p3n−1 = . . .

p0, p1, . . . , pn−1 distintos 2 a 2


n-ciclo
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Ciclos en el modelo loǵıstico

pn+1 = f (pn); f (p) = R0p
(

1− p

M

)
0 < R0 ≤ 4

Si 0 < R0 ≤ 1 la población tiende a la extinción, y si 1 < R0 ≤ 3 la
población tiende a la capacidad de carga. Por tanto, en estos casos
no hay ciclos de orden n ≥ 2.

Si seguimos aumentando el valor de R0 > 3 aparecen primero 2-ciclos,
luego 4-ciclos, posteriormente 8-ciclos, 16-ciclos...y aśı sucesivamente.

En R0 ≈ 3.57 se acaban los ciclos de todas las potencias de 2, y
aparece un 3-ciclo.

El Teorema de Li-Yorke (1975) afirma que si hay un 3-ciclo, en
realidad hay ciclos de todos los órdenes. Se suele decir que periodo 3
implica caos. Para la mayor parte de valores 3.57 ≤ R0 ≤ 4 hay caos.
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Un dibujo famoso

pn+1 = R0pn(1− pn); 0 < R0 ≤ 4

R0 →

p
↑
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